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' Prooemium»
“T ,
» n (UllettLtii-ne, quam anno 1775 edidi et publice defendi, de Geome- 
-E- triit acufliea i. c. de methodo, ex fbla differentia temporum, <juibus 
idem Conus e loco incognito A (Fig, i.) proficifcens in tribus fakem locis 
B, C, D auditur» diftantiara et fitum loci A inueftigandi, agere coepi. 
Quum motus font, experientia tefte» aequabilis fit; data temporum, qui­
bus fonifs in A ortus in locis B, C auditur, differentia, redarum quoque 
AB, AC differentia AC—AB innoteffit. Ponamus enim, foniwn vno 
aiinuto fecundo percurrere ro8z pedes PariC , et fbnum ia loco A or-» 
tum M minatis fecundis ferius audiri in C, quam in B, et » minutis fecun­
dis ferius in D, quam in B; per fe patet, fore AC—AB=: 10^83 m ped. , 
et AD— AB=:io38 n ped, Parif . Quodfi igitur locus quacfitus A cura 
locis cognitis B» C, D in eodem plano pofitus fit;, omnis difquifitio eo re­
dit, rt offendatur, quomodo datis in tetragono ABCD lateribus BC, CE>, 
cum angulo intercepto BCD, et rectarum AB, AC, AD differentiis hae 
rectae ipfae inueniri queant. Hoc problema tetragocrometricum fbluendi 
duplicem tunc expofui methodum. Prima a cel. /b«« Melderkreun (♦) e
■ Geome-
C) Mhandlungen der Königs. Schwedischen Akademie der Wissenschaften. Dritter 
Band, S. 82-.87/nach der Kästnerschen Uebersetzuttg.
' . A
Geometria fublimiori defumta, quam 1. c. §. 15. ifiuftrauii conftructionc 
duarum hyperbolarum>GO» HF (Fig. i ) Je inuicera in A fecantium ab- 
foluitur, quarum altera GO, aliumto axe transuerro GI=:.\C—ABi circa 
focum B» altera vero HF, facto axe transuerfo HK=;AD—ÄG, circa fo* 
cum C defcribitur. Secunda, quam, nutum ceL Kaeflneri fequutus>' l. c.
22. ex-principiis Frigonometricis erui, in hoc confidit:
Sit
BC±=:ra ' finus totus I
CD=::n anguli BCD finuszzp .
AC—AB=:b eius cofiaus;=:q '
ad—AB=::c
mfii^+b^—c^)=g 
n (m ® + b^) = h 
2 m (b —c) = k 
jna 2 —B 2 ;
2n-p2b1—(g4?hq)(k.r^rbnq)--:'/
4n''p''l—(k^2bnq)®=Ji , •
erit AB = — y
J—" - ,
Quum vero accurata hyperbolarum, qualem prima methodus requirit, 
conftructio, multum incommodi habeat, calculus’ contra, quem fecunda 
praescribit, admodum moleftus fit; tertiam methodum Geometriae tan­
tum clementaris principiis innixam, fimulque reliqua, quae Gepn?etriaca 
acufticara fpectqnx, data opportunitate tradere pollicebar. Vt igitur pro­
midis dem» materiam idam in hac didertatione finiam, eo quidem ordine, 
vt pri«io dictum problema generale noua methodo foluam, viam
qperiam, didantiam et fitum loci A inueaiendi» eti^mfi ille vel fupra vel 
infra planum BCD pofitus fit, denique difquiram» quatenus Geometriae 
acudifae, cuius theoria adeo elegans ed, vfus etiam sperari polfit practu 
<us, trtwdw» Coronidis locoSchoUo quodam celeberrimae aequationis §;=::x 
in
\
ia di/Tertatione hac obuJae» cui tota Analyfis ifi^nitorum fuperftructa eA, 
veram indagabo indolem. :
Problema .
Datis in tetragono ABCD-(Eig. L.) lateribus BC» CD» cum anguis 
intercepto BCD, et differentiis A€—AB» AD—AB ipfas rectas AB» AC, 
AD invenire. .
Solutio. Demittatur ad rettata BD perpendicularis CL > et ad rectam 
.C¥» quae rectae BL parallela eft» perpendicularis AFi erit Nr=:CL»'ot 
FC=NL. Q«um porro datis in triangulo BCD lateribus BC, CD et aa- 
, gulo intercepto BCD» etrara ipßuß bafis BD, altitudo GL cara recta BL 






et AB =; X i • ‘ *
erit AC = x 4* b ,
AD X 4« c - ’
rC NL = n — BN "
■ et ND — m — BK. ■ ’
Qiium igitur AB^ —BN®=3ÄD^ —ND^ i
erit x^ — BN^zzx’kp'acx^c^ — m^^am.BN—BX* ,
, er^o —c — 2 cx .
2 m




4 - . .. .. - '
- feine FC=:ö — "h-**r‘2'CX . , \ ’
2 M ' , .'
kL:^2 MN — fe^ 2 er. .. ' ' .
2 m k-- . -
Forro eft AN2:=Aß=---B  ̂ -
feine AN2i=;x^— h® — 4cfex4'4e®x^ " . '
.V -i - ---------------- 4Tr----------------- < .- W' . / .4- «' --. ' ;
- 4in , -
. . x=4rn2x®—h®4*4cfex—4C®x* - ■ ." .
'- —-n--—'-'I : • <
4tn® '
- :=;4hV 4. 4cfer—fe^/ ' <
AKzz: 4<4>cfex — fe®.) v ' . . . *
2m , , /
lam vera AF zz N? 4^ AN, *' ‘ ,
feine Ak ZZ r 4^ -^- (4fex® 4^ 4 cfex — h®) ; .
' im
AF®=:r®4*4fex® 4'4chx — fe" 44~f''(4hx® ^4cbx — b~) -------------- ------------- m
' 4m® .
crgoÄF- =:4m®r® — h® 4*4hx® 4*4chx4*4mr ^"'(4 hx® 4«4chx —
, 4 rn® .
. ' 8eä fimul eft
AF®t=AC®.-r-FC^ "
.. . '  , , ,, (2 MN — fe 4« 2 cx)2
ferne Ak ® r:-: X® 4. r hx 4« —------------ -------------
4 m® '
AF^:=:x®4»2bx4«h®— (iran—h)® 4*4(2 mn — h)cx4*4c®x®
——----------- -—------------------------—4 m“
Ai®;=4m®x®4'8m®bx4.4m®b®—(rmn —h)®—4(rmnc - ch)x—4c®x^,
4 , Ak^
5
»^ 4 (2 2!DNL-x »4.4m-b-- 4n" 4 mnli --
' ' " 4 ni? ' — '
Breuitans ergo ponatur 2(mb—
✓ erk = 4hx-»4«4tnlx>4^4chx4’4m^b^ — 4 m-rr^ ^4mnk —
4 m® ' ■ ' f-
Hine .
-chm^r^ >4^4011 (4hx- 4«4chx—h“)zz4mlx444m“b-—4m-n^4<4ranh
mr-*4'r|<*(4hx^ 4'4 chx —h^}=lx4<mb^—mn^ »f^nh 
r/^(4hx^4«4chx-7-h^) = lx4*mQ)^—n^—r-)4« nh
Ponatur m(b^ — n^ — r^) 4« nh 222: A 
etit r f<''(4hx^ 4chx — b^) 222 !x 4.g
4r^hx^ 4'4r^chx — =: Px^ 4» 2 glx»t*g^
(4r"h — P)x^4.2(r r-ch — gl;x 2=2; 4<
X- 4* 2(2r^ch—gl) T-h- ►l’g^
4 t-h — i“ » 4 r^h —l-
Penatur tandem arMi —gl 22= a 
Ph“ 4»g2 zzz V 
4r^h-~P 223 ti
L* V
’» 4.------ X 3= ---
t.. ' i '
Lrxo X !22r — u L. (u^ 4. vt)
§. s.
! ' F'ertrsm hane, «zttsm uune muenkmm, prohjemaiis' noÜr! iohrtio-
nem vviucrtaiem, ^uamuis pro fublimiori quaeftionis indole fatis adhuc 
prolixa fit, multo tamen breuiorem et faciliorem efle fecunda, in aprico 
tft. Vt amem ct aatura et vfus eius eo luculentius pateat, notandum eft:
< -n A 3 , r 1) Aequa-
6
\ i) Aequationem prc/x /eu An" niucntam’liaud immutari*, etjamfi , 
vel perpendicularis AF extra BL, vt Fig. 3*4, vel apex A extra arguLu« 
'ECD, vt Fig. 5, cadat. Si enim AF cadat extra BL finiftrara'^verfus '
(Fig. 3,); omnis mutatio, quam, fohitio hoc cafii patimr, haec eft, vt 
h—2 cx.
BN negatiua adeoque BN =:-----------— enadat. Sed quum hic fimul
' h —2 cx
FC n ►i’ BFT fiat; hoe cafii rurfiis erit FC = n -------------, adeoque
/ • 2 m '
aequatio pro eadem prodit cum illa, quam fiipra inuenimus. 8i ports 
AF extra BL dextram verfius cadat., vt Fig. 4 , omnis mu-.atio in eo confi­
Kit, vt FC n^atiua euadat. <^um vero in fi>/utione non nifi quadratum 
FC^ K quod femper pofitiuu-m eft, occurrat; aCquatio pro x inuenta nec 
hoc cafu vi/am mutationem patitur. Si tandem apex A csdat extra angu- ' 
Ium BCJ (Fig. denuo BN negatiua et FC:2=:n + BN euaditz.
h — 2 cx .
adeoque rurFus FCz=in —------------ manet. lam quidem porro hoc cafu
2 m .
AFtr=3 AN — FN, adeoque r 2=2 FN negatiua fit. Sed« quum in aequa«
- tione inuenta non ipß r, fed tantum eius quadratura r~ occurrat, quod 
/emper. pofitiuum efi ; aequatio pro x inuenta etiam hoc cafu eadem ma- - 
net. Tali modo confiat, fblutionem, quam’dedimusvniuerfaliffimam 
elfe atque omnes cafus poffibiles in fe comprehendere,
2) Ex hoc vero apparet, eam problematis e/Te indolem, vt ex ipf®
V alor e rectae quaefitae AB inuento nullo modo diiudicari polTif, num apex 
A intra angulum BCD, an extra illum ponendus fit, fiue hic valor pofiti- 
vus, fiue negatiuus reperiatur. Haec igitur ambiguitas ex aliis circurn- 
ftantiis tollenda efi,*et fi problema hoc ad Geometriam acufiicam applica­
tur, facile folo fohi auditu tolli potefi.
. 3) Quum aequatio pro x inuenta ^uaäratica fit,- Tiaec verefeniper
• • Allas
V 7
du-as wdices habeat, adeo vt eodem iure
' X trrJ —u^ /''(u’•+vt)
-- ------------ --------------------26' . '
t
. X -—u — j'^Cu'-f-vt) . ~
-----------------------—- ponere liceat i pro recta quaefita duo 
femper va’ores reperiuntur, quorum vterque quaeftioni propofitae fatis- 
facit. Si igitur problema ad Geometriam acuiheam applicatur, vera di- 
ftantia verusque litus loci quaefiti A per feaucipites funt, neCjUifi ex aliis 
circurüftantiis diiüdicari poteft» quinam inter duos valores pro inuenfis 
in quolibet cafu locum habeat. In multis autem Calibus id immediate 
cognofeitur, quia ekpb/eruationibus foni in locis B, C, D inftitutis notum 
cft, quaenam rectarum AB, AC, AD fit maxima.
4) Si calculus inftkutus lummam -{-vt negatiuam tradat, ita vt
X Z—— u— 2 , •*
- -j-------------reperiatur; valor pro x inueutus mere imaginarius 
eft, ergo in hoc cafu quaeftio pröpofita abfnrda eft, nec vllum quadran­
gulum ex datis conditionibus confirui pote fi. In Geometria acuilica hic 
caius, nunquam locum habet, dummodo momenta, quibus fonus auditur, 
rite obferuentur.,------------------------------------------ '
5) Pofito AC < AB, quantitas ne^ua^ et pofilo AD < AB, 
quantitas c ncgatitia fit. Quodfi ergo Ibnus in C ocyus auditur, quam inB, 
valor b negatiuus, et fi in D ocyus auditur, quam in B, valor c negatiJius 
poni debet. '
> §. -3. •
Vt eo melius intelligatur, quomodo calculas in quolibet cafu dato 
infiituendus fit, rem vno faltira exemplo illufirare iuuabit. Expexientia 
compröbatum eft fonum per vntim milliare circiter 20 minutis fecundis 
fetri, adeoque tentefimam partem milli^tis tempore minutorum fe­
cundorum feu la minutis tertiis abfoluere. Ponamus igitur, fonum re­
ctam
2437$4272QOOo» — a + f^(u^ + vt)z
ctam AC 96 minutis tertjfx, et recUm AD z minutisfecunäit tardiuspercur- 
rere, quam rectam AB; erit b:==; AG —ABx: 8 , et ct^ÄD — AB£=:: 15 
partibus centefimis mÜliaris. lam ponamus BL-=;n;=io»
et JLC r 6 eiusmpdr partibus; erit h ni“ — c^ = 675. 
JzzaCmb — nc):=:i8o, n^ —r^)4-nb^4;90,
Lr^cb:r:2 729000, 16402^00, 4r^b::::2 97200
— ß! in:—826200,-^8^—d-rlo68rOo, —1-;:;=! — 52400
U 2S— 97200. V :s=: 37470600, t 64800 
vt :=? 242809488000Q, 4^ (u-4-vt) =x2 2L I 561263
4- u^ LiÄ-b 9447840200, —u z=i -4- 97200
16584.63
" — “ 4- Vt)— 146406;
w-u4-f^Cu^ + vt) _ 1658463 38463
" ' t 64820 ^64800
Ergo l) AB ==? x 2 5*5931 '•
AC ='x-|-b=q 33,593 > partibus milliaris centefimis. .
AP 40,593;
Sc4 porro
^u —(u^ 4- vt) 't46406z 38463
t 64800 64800
Ergo 4) AB Ä X =—22,593
AC =:x4-b= —r 14,59z partibus milliaris centefimis. .
AD X-bc — 7,593
Quodfi iam veritatem valcrum, guos inueniraus, explorare velis, duc 
rectamBD=:3o, BL=:io, ac erige perpendicularem LCx= 6^ Sic ha­
bes triangulum BCD. Nunc fuper bafi BC primo loco defcribc triangu­
lum BAC rectis AH = 25,593, et AC = 33,593, atque reperie« 
AD = 40,593, et apex A talem fitum habebit, vt perpendicularis AN 
inter B et L cadat. Deinde fuper eadem bafi BC aliud triangulum defcribc 
afiiini- 
aflumtis rectis AB22,593 et AC= 14,593’, atc^ue reperies AD=7,593, 
hie vero apex A Kunc fitum habebit, vt perpendicularis AN dextram ver- 
fus in prolongatam LD cadat. Hoc modo apparet» vtrumque rectarum 
4B, AC, AD’valorem inuetitum problemati fatisfacere, adeoqiie quaefi? 
tum apicem A in duobus diuerfis locis poni pofie. In propofita autem, 
quaeftione acuftica, quum locus A, ex quo fonus ad loca ß, C, D perue- 
nit» vnicus tantum fit» aliä ratione decidendum eft, quinam valorum in­
ventorum in exemplo noftro verus fit» rdque ex hac circumftantia» qtiod 
" fonus loca C, D ferius attigerit, quam locum B, facile confiat. Ex hoc 
enim per fe patet» inuentos^ralorcs negatiuos hic locum non habere, dum 
ceteroquin fonus /eritis audiri debui/Tet in B, quam in C et D. Ergo vera 
iod A difiantia AB continet 25,593 partes milh'aris centefimas. Sumtis 
igitur pro milliari 24000 pedibus, erit; AB £=3 6 142 pedibus. Quodfi- 
fonus in loco B 96 minutis tertiis ferius apditus fui/Tet, quam in C» valor b. 
foret negatiuus, ergo bt=:—8 ponendus, ceterum vero calculus eodem 
prorfus modo infiituendus foret. Hoc exemplum ipfo fimul intuitu docet, 
calculum inftituendum» vmt prolixum, haud tamen adeo oncrofum e/Tc» 
Vk Arithmeticis peritis hprrorem incutiat. Quum Vero calculus in multis 
_ Cafibus admodum abbreuiari pofiiL» praecipue jfi ob/eruatoribus fbni Ratio­
nes B, C. D pro lubitu adfigaare liceat; non minus vtilc ac ineundum vids- 
^tur, folutionem» quam inueniraus» generalem ad praecipuos cafus/pecia- 
* liores applicare.
. ,§- 4. / -
Ponamus igitur 1) fiation-s 8, C, D (Fig. 2.) tales efie, vt BG ad 
BD perpendicularis fit; punctum R cadet in L, hinc BL =: n =: o» et 
BC3=:LC=:r, adeoque erit g3r=m (b^—r^) et 1 = 2 mb. Vnde appa­
ret, calculum hoc cafu parum abbreuiari.
..V ■ _ .. - '
- « H. 5.
IO -----------------
A '
Ponamus 2) fbnnm a fingulis obferuatorifcus in B> C, D eodem momemo 
percipis eritbxzs^o, et c:^O» hinch=:.m^> g=Rm“'—mn^— 
“zm(mn——r^)» i~o, (inn —n,-—
111^4x:==:jh.;'^’vt, x-=:vt = v ;
 —-- —7-, adeoque 
t---------------------- - t '
m"r^-p(mn — n^ — r^)-
' , . -----1-——T---- ----- -- s ergo' 4 1-2 "
' X ■"
. X xxt ------(m^r^ -p (mn — -— r^H).
2 r
§! !n kioc ca/u iimul 6(1 a6 Ll) perpendtcufans /it (F/g. 6.); erit guoque 
*
nsso-, ergo X s=3---- + (m^ 4-r') ~^CE>; Ergo
boc cafu locus A iin media rec4ä CD erit, Nam\ demiffa perpendiculari 
AEr eTicDA:AC:=iDE:E » hiac DE=jEB, ergo Ab;=:A‘D=r;AC.
- - §. 6. -
Ponantur j) ftationes B, C, D in eadem recta BCD» vt Fig. 7; fun­
ctum L (Fig. a.) hk cadet io C, hinc erit BL=n=xBC LC t=: r r^o, 
8r--;M'—n^)4- n (m^—c^), u=: — gl, g-/t = — ; u+ Vto>
u —g — m(h^ — n^) — n(m^—c^). 
idcirco x :=r — -— =5 —— zz---------------------------------- ---- —
t 1 2 (mb — ne) '
Ergox=m(n^ — b®) — n(m^—c^)
--------------- -—--------- -— , i. e.
2 (mo-—nc)
AB:--:BV(BC- —b-) — BCXBD- —e-")
" 2 (b. BD ■— c. BC) ~ '
- § 7.
koiuiltur 4) Katioser 8, L, O ova Ivium io aJem rett», fid quo­
, ■ • . : - <zuv
wniiiwunww ifüw wiii>ini,a - ■
---------------- 11
’(jue ßC=:CD, erit BDrrziinC» hihc m=:2öj adeoque ’per §. 6» 
jj — 2 n (nB) — n(4 n^ -- c^),
'' 2 n (2!) — c)
■hing X—+b°) +cS I
. 2 (2 b -— C) ,
2 (n" 4- b“) — . 2 (BC' + b^)
brZo --------- ,-7----- . >.e. AB=:—------- - ------- -- --------
■ 2 (c — r b) 2 (c—2 d)
'■' . . H. '8.^ - V
()uum Lec^uzüone8 6. 7. exbiblkas non lblum ßitiz brsuez , led 
enam, c^ura prrmi gru'dus funtj non nifi vnicum valorem pro AB admit­
tant s pofitio ftationum B, C, D in eadem recta, praecipue fi fimn! 
ßC:=CD afiumitur, in Geometria actifiica omnibus reliquis merito ante­
ferenda eft > vt in difiertatione priori iain monui. Si porro in his aequa­
tionibus rectas BC. BD iisdem litteris defignes, quibus ia difE priori vfiis 
fum. i. e. fi BC=ra, 00=; n, adeoque BD:=:m-{-n ponas i reperies 
per H. 6. AB zz (m -f- n) (mn -f b “) — mc
---------------- -------- —------ , aequationem,-quae plane.ea-
< 2 (rac — (fn*pnjb)
dem eft, quam in diff. priori §. 40. pro hoc cafu inuenimus. Sed com­
paratio harum aequationum ceteroquin prorfus congruentium fimul'docet» 
eam» quam nunc $. 6, exhibuimus, ilia, quam diffi prior exhibet» multo 
concinniorem efie. "
' §. A.
Ailumstur 5) fiationibus B, G, l) in eadem recta pofitis (kiZ. 7.) 
cr2:::o, adeoque AOr:^ AB, erit per H. 6,
 m (n*—b^)—nra- n^ —-b^ —-nm. Ergo
- 2 mb 2 b ' . .
»rr-' Er(m m) ?Hoc cafu x quidem negativa videtur, iod
— 2 b B 2 quum
IL
quum triangulum BAD aequJcrurum hic femper eft AC <; AB» adeo- 
que b negatiüa. Ergo x reuera pofitiua eÜ’.
§-
Aßumamus 6) (lationibus B, C, D i-n eadem recta pofitis non folum 
elle cr:^o, fed quoque b=; OS erit, per §. 9 > x—n) oe.
o
Ergo in hoc caCu diftantia AB infinite magna eft. Hic igitur cafus» re 
rigorose fumta, numquam accidere poteft, i. e, nullum triangulum BAD 
(Fig. 7.) confirui poteft, in quo ABtz:^ AC:==: AD fit, feu» quod idem cfi, - 
in triangulo aequicruro BAD nulla recta AC duci potefi, quae cruribus 
AB, AD aequalis fit, alias enim BA foret infinite magna.
§. ,s.
Tandem ponamus 7) (lationibus B, C, D in eadem recta afihmtis, 
cx obferuationibus foni reperiri b zz 86=: n, et c=:BDt=; m, erit 
m^ —c^:=:o, mb —nc=mn—nm=;tov ergoper§. 6.x=:g. 
Quid haec exprefiio fignificet, in Scholio, qued infra addemus» docebitur.
§. 12.
Suppofuimus hucusque, locum quaefitum A cum (lationibusB,C,D 
in -ode/» plano elfe, adeoque rectis, quibus iunguntur, tetragonum ABCD 
terminari, cuius diagonalis fit AC. Quid vero, fi locus A extra planum 
ECD ponatur, ita vt A fit vertex pyramidis, quae triangulis BCD, ABC, 
ACD, ABD terminatur, adeoque, ad (itum Joci A explorandum, eius 
non folum diftantia AB, fcd etiam altitudo fupra planum BCD quaerenda 
fit? Hoc cafu tres (lationes B, C, D non (ufficere, facile mtelligitur. Vidi­
mus enim in prooemio, locum A (Tig. i.) in interfectione hyperbolarum 
GO, l F deprehendi. Si igitur A cum locis B, C, D in «o (era plano eft» 
ad interfectionem hanc reperiendam non requiritur» nifi vt hyperbolae 
iftae 
iftae in plano BCD conftruantur. Si vero locus A extra planum BCD po­
nitur, inclinatio planorum ABCi ACD ad planum BCD ignoratur, adeo- 
que plana ABC, ACD, in qtiibus hyperbolae GO, HF conftrui debent» 
plane incognita manent; Vude patet, ad locum A hoc cafu explorandum 
quatuot certe obleruationibus foni in rtationibus B, C, D, E opus fore. 
Hac autem ratione ex differentiis temporum, quibus fonus in illis obler- 
vatur» differentiae rectarum AB» AC» AD, AE innotefeunt, et loeus A 
eft vertex, pyramidis quadrangularis, quae bah BCDE et lateribus, AB, 
AC, .?,D, AE determinatur. Quodfi ergo quaeflionem: quomodo loci A 
extra planum, in quo obferuatores foni funt, politi cum distantia tura 
altitudo, et verus litus explorari postit, vniuerfalillime folutam velis ; cla­
rum est, istam lequenti, quod iam /oluere volumus, problemate niti.
§. 13-
Problema 2.
In pyramide quadrangulari (Fig. i.), cuius vertex in A est, datis 
4>afeos lateribus BC, CD, DE cum angulis BCD, CDE, et differentiis late­
rum ?,B, AC, AD, AE, haec latera ip/a et altitudinem ac sttura verticis A 
inuenire.
Solutio. Polito AC — AB=:a, AD —ACtub, AE—AD—c, fac 
LGm Clnn (BC — a), — 4(CD—b), DL=ENzz;(DE—c),
ac deferibe circa focum B ex vertice G hyperbolam GO, circa focum C ex 
vertice H hyperbolam HF, circa focum P ex vertice L hyperbolam LM. 
Hasce tres hyperbölas GO, HF, LM rota circa axes fuos GB, HC, LD» 
donec fe omnes in vnico puncto A inter/ecant: habebis verticem A» atque 
latera quaelita AB, AC, AD, AE, et demifTa ex A aJ planum BCDE recta 
perpendicularis dat fimul altitudinem pyramidis. ,
DemonfirAtio Quum f G=C1 i erit G ’ BC — r BG axis fransuer- 
4» hyperbolae GO. Iam vei;o, BC— az=; z BG (p, constr.), hinc 
B 3
1’4 .
BC — 2 BG a • id e-fl:, axis fransuerfus Gfr=:AC ÄB'f' ergö verte'x A 
in hyperbola GO erit. Pari modo patet, hyperbolae' HF axem transuer- 
tum KK:~AD—AC, et hyperbolae LM axem transuerfuffi LbfcziAE—AO 
efle. adeoque verticem A quoque efie in hyperböltis HF, LM. Ergo ver- 
Ye:^ A in iuteriectioAe orlinium trium hyperbobrurn ct it; -
-4- ‘ ' ■
Ha ec problematis vniuerfalis folntio dmm'dln quidem breuiftutia est, 
fedquia non nifi tentando inftitui poteft, ad fblutiones rantum mechanicas 
pertinet. Praeter haec vero Ifta tentatio< quippe quae Hmulfanea triufft 
hyperbolarum rotatione circa diuerfos axes nititftr, tama fimul labofaf diG 
iicultate» vt absque fumraa moleftia vix'perjgi po/Ht. 'Vnde fimuf. ap­
paret, problema hoc km inter maxime'intricara referendum efteS et quam­
vis nullum dubium ftt» quin Illud vel geometrice aut trigonometrice variis 
forte modis Iblui pofiit, facile tamen eft praeuifu, huiusmodi folutiones 
adeo prolixas et difficiles fore, vt eas rimari, vix operae pretium fit. -
Quod
(*) Haec uirhi feribenti fequens problema hoc trigonometrice fofiiendi in mentem 
VlStUt .methodus. Ex pyramidis ajjife A-(Fjg. z.) dpmifte ad p/aninn BCDE per­
pendicularem AI, atque duc rectas ßl, Cf. DI, Ef. quae ciun AI efficiunt angu«. 
los rectos. Ponatur finus totus—r, fm. Abi —u, fiu. ACI—v, fin.ADI=w, 
fin.AEI=z, AG^AB=a, AD —AB=:d, AEt-AB —e; erit "
Al=ux =: V (x s) =; w (X db 4}=2 Cx e}, e), hinc y;= ux ,w= ux. ux .
K xq^a x4^d x^T
Porro eft BI=:x;<‘(i—u^, CInzfx (r—v^), DI±:fx>f« ^v"),
E! = (x *1« e) (t — lam quiere coE BCI ex lateribuS BP/ Bf, Ck, cot. 
ICD et cos. 4^01 ex lateribus CD, CI,DI, atgue qof IV.E jcx Jatcfibus DE, Dit EI* 
Porro ex reperto cof. BCI ct dato cof. BCD quaere coi. ICDI fune duae jftae 
aquationes pro cof. ICD inuentae dabunt quantitatem « per incognitam .v et 
‘ meras cognitas exprefiam. Tandem ex reperto cof. GDI et dato cof. ’CDE
quaere cof. IDE; tunc iftae duae aequationes pro coE, IDE repertae dabunt
- guantitatenu »^.per fohs cognitas exprefiam,^dcqque f^ohlcmafoJutUim erit.
. , Ex hac autem methodd fatis apparet, acqqatiöncra, pro non nili mq-
‘ leftiffimis operationibus algebraicis cruendäm in'axime eöäplicatijri fore; Vnde 
sufficit» viam monftraße iis, qui folutionem problematisreuera periclitari volunt.
Quod vepo Geometriam acufticanf attinet, problemate hoc generaliflime 
propofito non opus eft, fed locus quaefitus A, etiamfi extra planum ob- 
/eruatorum ponatur, multo commodms explorari poreft, nempe fi tres 
ftatioiies B, G, D (Pig.,-9.) in eadem recta» et quarta E esttadilam eligan­
tur. ' Haec procedendi ratio id finiul commodi habet, vt methodum ma- 
xsrrte genefalem praebeat i loci quäefiti veram diftahtiairi 'veruraque htnM 
in omnibus poffibilibus explorandi cafibus. Difquiramus igitur , qua via 
hic incedendum fit. .
, 15. . . .
' Problema 3.
Mediante fono, qui e Joco A proficifeitur, loci huius difiantiam 
«l fituni inuenire , ybicunque ille pofitus fit (Fig. 9.),
. .■■^Solutio, In plano BDE confiituantur quatuor ebferuatoves ita, 
vt. tres iniBj G; D fiatiiniesdeni recta BD, quartus vero in E extra, illam. 
Qi-iilibet horum probe notet temporis momentum, quo fonum ex loco A 
propagatum percipit. Ita ex dijferentiis temporum, quibus fonus qua- 
tuor Joca B, C, D, E attigit, inueniri pofiiint -difierentiae AC—AB, 
AD—AB, AE—AB.; ' Ex repertis differentiis AC—AB et AD—AB quaere 
(per § 6,) dirtantiani quaefitam AB, fic fimul habes diftantias AC, AD, 
AE. Exdateribus fic cognitis AB, AD, BD trianguli BAD quaere per Tri- 
gonometriam planam anguium BDA, et ex cognitis lateribus AD, AE,DE 
trianguli DAE angulum ADE. (hrodfi fumma repertorum angulorum 
BDA,' ADE aequalis efi angulo dato BDE, inde elucet, locum quaefituni 
Ä cum fiatiohibjus B; G, D, E in eodem plano effej ergo hoc cafu angu­
lus innentur BDA fimul verum loci A fitum indicat. Si vyo fumma an­
gulorum BDA, ADE maior fit angulo dato BDE; inde patet, locum A 
non efie in plano BDE, fed.vel fupra vel infra illud pofitum. Hoc au- 
tevn eafü altitudo loci A fequent! modo inuenitur:
Demittatur ex A ad planum BDE recta perpendicularis AI, et in 
eodery
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eodem plano duratur recta DI; erit AI altitudo loci A, et plsrnum AE 
ad planum BDE perpendiculare, lain fiat DF=DG=:DB, et ex cen­
tro D ducantur arcus circulares BF, BG, FG; orietur triaagulum fphaeri- 
cum BGF, cuius latera BF, BG, FG menfurae funt angulorurp cognito­
rum BDA, BDE, A DE, atque erit DHc=~ DG::;=:DF,_ Ducatur itaque 
porro ex centro D arcus circularis FH; orietur alterum triangulum fphae- 
ricum FHG, cuius latera HG, FH menfurae fu ut angulorum HDG, ADI, 
et quutn planum ADI ad planum BDG perpendiculare fit-; angulus fphae- 
ricus FHG efl rectu«. Hinc ,
1) in triangulo fphaerico BGF ex cOgnitis tribus lateribus BF,RG,FG, 
feu angulis planis BDA, BDE, ADE quaere angulum /phaericiim BGF, po- 
fito finu toto = r, inferendo:
fin. BDE X fin. ADE; r X r =
fin.’(BDA»FBDE—ADE)Xfin4(BDAHhADE—BDE):fin4BGFX‘fin.<BGl^
r) in triangulo fphaerico rectangnlo FHG, ex «ngulo repfcrto BGF 
et latere FG feu angulo plano ADE quaere latera FFL et GH. feu^angidoa 
planos ADI et EDI, inferendo: . - .
primOf r r fin. ADE = fin. BGF : fin. ADI .
fecundo, tang. BGF : tang. ADI =: r : fin. EOI ! . - l n
3) tandem in triangulo plano rectangulo AID iafeF: f ,
r : AD — fin. ADI : AI. '» " - f '' ) ,)
Sic non folum difiantias loci a (lationibus B, C, D, E fed (Juoqüe altitudi­
nem eius AI, et verum fitum habes. r .
. §. i6. . q- -
Haec problematis propofit! folutio generalis abunde docet, quam' 
commoda et egregia Geometriae acufiicae fit 'Fheoria. I^eque ininus fu- 
perfiuum duco, de vtilitate dilferere, quae inde in permultis cafibus po-. 
tifiimum in bello enafeeretur, fi loca vel valde remota, vel ob filuas-/ 
colles aut vrbes interiacentes vifui non obuia ope auditus explorati Oeo^ 
daetae valerent, kalmaria potius, quae hic oritur, quaellio haec ell: 
an
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an fperari pofiit, theodam hanc actu applicabilem fore? Qnae vero quum 
fatis tutQ noü aliter nifi ipfis experimentis hunc in finem inflitntis decidi 
pofiit, ad eam decidendam me tpiidem obfirictnm non video, cnmrno» 
dain, qnae ad haec experimenta iafti'tnenda leqriiritnr, fkeoriani Geo- 
daetis praebiiifie contentus. .
Interim nd illam quodammodo saltim diiudicandam pauca addere 
innat. Quae . Gcodaefiae acu fi icae fanent, funt r) quod motus foni 
' aequabilis, 2) celeritas eius fat fere cognita efi, nempe ea, vt aere quieto 
•quouis minuto fecundo circiter 1038 pedes Parif. abfoluat, 3) quod illa 
no'n variatur in fOno magis aut minus forti, tempore sereno aut pluuio, 
noctu aut intord/u, difisntiis paruis aut magnis, diueifa directione tor­
menti, difierenti terrarum interiectarum difpofitione, dinerfa aeris denfi- 
täte, nec vento, cuius directio ad rectam quae locum, in quo sonus 
oritur, et locum, in quo audituri iungit, perpendicularis efi; 4) quod 
ventus quidem aduerfus fonum retardet, fecundus acceleret, ea tamen 
quantitate pedum, quam ventus ipfe abfoluit, quae vel ope Anemonietri 
vel aliis modis haud aegre explorari poteft. Haec omnia compluribus 
experimentis in ditierfis regionibus, inprimis iis, quae Academia fcicntia- ' 
rum Parifina m^gna cura infiituit, confirmata funt(*), ac etiam fi forte 
quaedam ex circumfiaMis allatis celeritatem soni reuera variarent , hoc 
lamen nofiro cafii vix in cenfum venire videtur. s)uod contra prsxi Geo­
metriae acufiicae maxime obfiare videtur , efi difiicultas, momentorum, 
quibus fonus in diuerfis fiationibus auditur, interualla fatis exacte deter­
minandi, quum tamen lenis error in his definiendis commiifus infignem 
terrorem m calculo, quem theoria praescribit, gignere polfit.
enim sonus quouis minuto fecundo ioz 8, sdeoque quolibet minuto ter- 
'tio I 7,3 pedes Paris, percurrat; patet, in Geodaefia scufiica horologiis, 
quae fingula minuta tertia rite indicant, opus efie. Haec vero difficultas 
jam feliciter remota videtur, dum tale horologium a peritiflimo Klind- 
, ■ worth
<*) Conf, Kraffii praelectiones in Pbyficam theoreticani, xart. III. §. zo». '
C
18 - -------------- .
worth confectum iam actu exißit, quo ceL KaeHnerus si,alii viri doch in 
Pbferuatoiio GoettingenH anno 1778 die 15. Octobr vf», varia8 ^larui 
cuiusdam tormenti ex^i!o/ione8 in locig, quorum alrer tantum 1649,2 , 
s!ter22l8,8 f'ed Puil ah Obferuatorio diflat, infb tutas ob fer nando, 
tempora, quibus fonus has exiguas diiiankias abloiuit, adeo exacte dcfi- 
niuere, vt ratione primi ioci vix 6, et refpectn fecundi vix 4 minut. tert. 
inter fe difcreparent, foni vero celeritas ex comparatione omnium harum 
obferuationum elicita quoad fecundum locum 4 pedibus, quoad primum 
autem vno tantum pede minor, quam Parifiaa fupra allata repenretur (*). 
Si igitur Obferuator in flatione C (Fig 7. 9.) conftitutus eiusmodi horolo, 
gio inftructus fit; ad interualla temporum, quibus fonus sd dinerfäs fia. 
tiones peruenit, -rite obferuanda illi nulla alia re opus efi, ntfi vt fingnli 
reliqui, eodem momento, quo in fna quisque fiaiione fonnm audit, id 
lucida quodam figno denotent. Fateor quidem, ad hoc rite pe ragen» 
dum fummam requiri attentionem et alacritatem. Haec vero an huma­
nas vires plane excedat, lentandum erit Geodaetis; ego deridere non au» 
fim, quum i^fironomi recentiores nobis exemplo fint, quam inccedibllis 
in obferuando attentionis et alacritatis gradus ingenio et /ludio honiiauin 
tandem adquiri queat. Mihi quidem fufficiat, ardua quaedam ac ele- 
gantiora Geometriae problemata folui/fe, et Geodaetis theoriam fuppedi- 
te/Te, qua vtantur, qui velint et pofiuit, 
- . Scholiotk^
Aequatio x = §, quam §. 11. inuenimuR, curatiori indagine digna 
eft, quippe qua memorabilior vel grauioris momenti iii vniuer/a Mathe/i 
, , . m(n^— b^)—n (nP ■—c’)
tix deprehenditur. In aequatione x--------- —----------------- -------------
2 (mb — nc)
F. 6. fiabilita, quae pofito b::r-n, et crrirm dat xm I» quantitates «,» «» 
id efi, rectae fiationariae LG, 8D pro conßamibut aflumuntur» quas in qua­
libet
(*) Vid. Göttingsche Anzeigen, 142. Stück, ^778.
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libet foiü oljferuatione easdem manere ponimus, quantitates vero x, !>, e 
variabiles funt, quia pro vario fitu loci A, quantitatibus w», „» iisdem ma­
nentibus, femper variantur. Si igitur more Analyftarum variabiles b, c»
.... . .Uttens vltlMiS y, 2 expr-imamus, ertt xz=:~-----------------------------------
2 (my — nz) 
adeoque x talis functio quantitatum y, z, vt politis yr^n, et rn-rm» 
euaöat. ffuiusmodi functiones, vdi pro certo variabilium valore 
reperitur, innumerae in Analyfi qccurrunt. Praeter bas complures 
quoque dantur aequationes, quae, cenovquantitatis variabilis valore po- 
fito, modo ^--2 a, id eft, quantitati cuidam finitae cognitae aequalem, 
modo § o , modo g := oo exhibent. Sic 
144—^^
12 — X
- n’ — rrc x=i2» oritur 24, Porro femper eft 
atque pofito x “ 1 
I—zx-i-zx^—x^ 
V. g. femper eft 
=si2 + x» qualemcunque numerum x denotet» ec pofico
4- X _ I
1—zx-i-zx^—x’ I—x’
prodit g zz; g=: 00, Pari modo femper eÄ
--- ------- , atque pofito x =5 l, oritur g g ~ o.
I — 2X + X^ 1
Nuncfriwo, fi pofito certo valore variabilium, vt in exemplo noftro, re- 
peritur quaeritur: quid fractio g adeoque^ hoc cafu fignificet, 
dum modo vidimus, mox g=a, mox g;=o, mox g= 00 elfe? Haec 
quaeftio ab Analyftis ex parte quidem iam foluta eft. Methodum enim, 
illo cafu, quando a: vnius tantum variabilis functio eft, quaefitum eius 
valorem ope calculi differentialis explorandi, iam Ioh. Bernoulli, in fu\s 
Oper. Tom. I. p. 40 i » detexit, quam Euleriis, in Inftitut Calculi Diffe­
rentialis Part. II. Cap. XV., compluribus illuftrauit exemplis. Aft metho­
do vniuerfali, valorem x=g rimandi, etiamfi x functio fit variabiliury 
duarum y, 2, vt in exemplo noftro. Vel quotcunque plurium, quantum
’ C 2 ego
-SQ- ------- ' . -
rZo c^uiclem ic!o, careMir. Itgl^ue M exemplo noKro vslorem sr 
ope Analyfeos explorare quidem nou pofFumus, feJ eo faciliu^ ex ipj&= 
problematis natura eruitur. Quum enim ponatur y=:::b = n» hoc eft^ 
(Fig. 7.) AG—~ AB'ZzBCj adcoque x^C—AB-PBC i per fe patet , pun­
ctum A hoc cafu cum locis B, C, D in eadera recta eOe» nempe in prolon­
gata BF. In hac vero pone punctum A,' vbkunque ve!iä, vel in ipfo 
puncto B,. vbi AB=;o euadit, veLin quolibet puncto. G, vbi AB —GB« 
eft) vel etiam in dilbrntia-infinita» vbi AB— 3C Foret; in omnibus hisce- 
'Cafibus non Iblum AC— AB=::ßC, i ■), b:^n, £ed etiam Ap — AB.'zziBD;. 
i. e-e deprehenditur, Ergo in caFu. noftco AB, Teu x—§ reu er L 
quemlibet cogitabilem valorem denotat, ita. vt non /blum x cuilibet recta.e- 
finitae GB aequalis, led quoque x —o, et xniiir co fit, quum contra m 
tribus ifiis exemplis, quae paulo- ante adduximus , FiLCtioni A Femper 
Lvicus modo.valor competat.
Ex his vero iam Fecunda, qn^E recentiorum I^athematicorum in­
genia haud parum exercuit, exoritur quaefiio :. qua'nempe ratione fierr 
polfit, vr^-n:a, aut^:::^o , aut L 00 cenleatur?. Q^i tale quid con­
tendit» nonne is eo iplb eontendere videtur» quod cyphra numeratoris irr 
caFu primo a vicibus tnaior, in tertio infinities maior et in lecundo i’nfinitie& 
mitjer fit cyphra denominatoris ? Quid vero quaelb abfurdius ’ Huius, 
difficultatis folutionem» quam iam in fe fpectatam graaiffimi momenti eflfe- 
nemo facile negabit, quilibet fane eo magis necclTariam ducet, duramoda 
perpendat, Fractionem f potius rationem Geometricam § veram eile ba­
fin, cui integra fic dicta Analyfis infinitorum leit calculus differentiaJis efr 
integralis innititur. Vt haec eo clarius pateant, atque tyronibus Mathe- 
feos dita hac occafione fimul priina faltim calculi diffetentialis idea fuppe^ 
ditetur, ponamus v g. efle xx=:yy; erit x tälis functio variabilis y, vt 
crefcente y fimul crefcat x. Crefcat igitur y incremento quodam quan- 
tumiibci magno vel paruo, quod V nominare volumus, adeo vt loco y
lÄllL 
iatnpaiiamus Hqc Facto Fmiilerefcet xrincs;emeiitö>j quocBX r^W- 
«upare lubet. Tali laodo iatn habebimus. -
X + X=:(y4-Y) (y + Y) f
y-4-2 yY 4-Y-^
Sed X := y^ (p. hyp.);
Ergo erit ^^^Y -> Y^, i. e. (jüando / ereOt qtiantftate Y; x creÄ
„nde 2L =: 2yTF~ quantitiKe xyY +'Y\
Y .
lam» quanturauis paruum accipias ih cremen tum Y, nunquam: kamen eua­
X X
dere poteft < ry^ aH ^uo magis decrelcir Y^ so? minusFuperak
valorem 2.y, .et qnando- incrementum Y prorlhs rurFum to!hs, atque 
.' ' - X
Ymo ponis, lunc demum actn euadit T^ri:: 2 y» ^um- itaque sxpo-
. Xnens 2y omnium, qnos ratio geometrica habere poteftminimus fit, -
ille non indicat7 nifi quanta incrementorum X, Y fit ratio , C pr/»j<r, 
vel, quod eodem redit, quanta eorum fit ratio inhinJisr, ei ea, in qua funt, 
dum variabilis y erefeere wc/p/t. Incrementa X, Y in hoc ftatn iwtialr fi 
in ratione vAiwirt confiderata ab Analyftis dMre»rm/m quantitatum x, y vo­
cantur et per litteras dx, dy exprimuntur» itA VL loco^-::^ 2 y iam LrL. 
. fi x a . - ''
datur —= 2 y, ex quo porro nuife
fiy__________
dx 2 ydy.
X XVti autem ex aequatione = ly-F Y patet,, non fieri — s=5 2 y, nifi
Tere fit Yzzo; ita etiam ex aequatione praecedenti X=2yY + Y^ ap» 
|aret, xofito Yzxso, finaul Xc=Jo poni. Quare manifeftiim eft, diffe- 
, C 3, rentia^
remiaKa dx, djr vere efle nempe dx=o, djr:=;«, sdeaque
dx o^=:-^=: ly. atque aequationem differentialem dxzzzaydy vero fenCa 
Ni! aliud exprimere, nifi : ot=:3yx o. Hoc modo euidens eft, totum 
calculum differentialem reuera niti aequatione §=:a, vbi a getieralfter 
vel o, vef quamlibet quantitatem finitam vel infinitam^denotars poteft, 
adeoque fummam quaeftionis, quomodo id absque contradictione ftatui 
queat» grauitarem ex his eo magis elucere, ”
Ad Gordium hunc nodum foluendum Analyflae huc quidem con­
fugerunt, vt differentialia dx, dy ceu quantitates infinite paruas confide­
rent, in formanda autem infinite parui notione ad hunc vsque diem 
infigniter proh dolor! diffentiunt. Plurimi, -imo tantum non omnes per 
infinite parua quantitates intelligunt omni ajfi^nahili £ finita minoret, 
quae tamen non pro-absolute nihilo habendae fed verae quantitates link. 
Ita, quum quaeuis linea motu puncti continuo defetibi concipiatur, pone*
- punctum quoddam P describere lineam quaiitumuis paruam fed finitam 
BD (big. 4 ), lUnd non perueniet ad v, nifi antea innumerorum, quae 
inter B et v pofita sunt, punctorum quodlibet salutauerit, atque ex'primo 
puncto B ad proximum l,, ex hoc ad proximum N et fic porro tranfierit. 
Qiuim vero linea inter puncta fibi proxima duo, tria, vel plura, dum­
modo eorum numerus finitus fit, haud adfiguari queat; in qualibet linea 
finita quantumlibet exigua innumerae lineae concipiendae videntur omni . 
adfi^nabili f. finita minorer, quas ideo infinite, paruas vocant, ex quo de­
inde prono quoque alueo fluit , lineas influite paruas inter se quidem 
comparatas inaequales efle pofle., finitam vero , cui vel addantur vel 
auferantur, nec augere nec minuere, atque fimui curuam infiniteparuam 
jure pro linea rrrtzi haberi. b’i iam differentialia dx, dy hoc fienfu pro 
quantitatibus infinite paruis accipiamur, vitro apparet, non solum dx, dy
, , dx ’
inaequales, adeoque-^ a poni licere , fed quoque sensu rigorose» 
y i. y, a^dy> a, y^dx=3y etc. efle, adeoque hac ratione
' totam
tofarn difHeultatem, de qVia fiipra monuimus, pians enanefcere. Noa 
dijfitendntn eft, huic infinite parnorum conceptui nos non modo prae- 
iisntiilimaar illani calculi difierentiaiis inuentionein actu acceptam ferre, 
fed eum quoque menti moßrae adeo inßsum et famdiarem eife, vt illo 
non in Geometria folum fed potiflimum in Mechanica prorfus abßinere 
vix valeat. Nec magis diffitendam elf, foiutiones problematum difficii. 
limas huius conceptus auxilio mirum in modum non minus faciliores, 
quam breuiores reddi, adeoque illum in vninerfa Mathefi maximo ufuieiTe. 
Dolenduin vero, conceptum hunc vtut vtilem mere tamen efle imagina­
rium f. contradictorium.
Nam quum quantitas, quae omni affignabili rhinor efl, ipfa 
iam adfignabilis non fit, multo minus vlla eius pars adfignabilis erit, sdeo­
que efi quantitas, de qua prorfus nihil adfignari poteffi Sed de eiusmodi 
quantitate etiam nihil plane cogdabile ell, adeoqiie notio eius non quan­
titatem, fed potius omnis quantitatis defectum innuit. Ergo quantitas 
omni affignabili minor f. infinite parua ceu ^antitat confiderara con­
ceptus contradictorius f. mere imaginarius efi. Vis huius argumenti eo 
magis ehicefcit, fi notionem infinite parui ad quantitates fpeciales applice­
mus. Qiiid enim quae/b cogitas fiib numero, qui omni numero affignabili 
miuor eft? an verum numerum? fane nii aliud nifi meram cyphram 
feu o. Pone enim, poffibilcm efie numerum, qui minor fit quolibet fracto 
cuius denominator numerus integer quantumlibet magnus efi; per 
fe patet, illum non alium efle pofle, nifi fractum-^. Q^ium vero 
00 zz I + I + I + I -F .... n. i diuide i per numerum infinitam 
’ t * — ’
rw) 1 -p 1 4“ I + I -i~..«..
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Ergo fictus hic numerus omni fracto minor C infinite parvus
—1 ?~~*1 O,
24
c!s numeris Miet, rci öe^nantitatrirus ^sometriois, v.
lineis, c^nikus notio inünits pg^rni Zenetin tnsm pcttiilimnm äebLt, eo 
rngZis eonsx>icuuln eii« (^unm enim ^>nnotnm non pan üd terminuf 
lineae fit, omnis lineajita comparata erit, vt vel quaelibet eius pars iterum 
linea fit, vel nullis plane partibus confiet. Ponamus iain lineam, quae 
jiullas partes habeat; illa proiTus indjuifibilis erit (quales lineas oiim-De- 
mocr-itus et Leucippus fiat nere et feculo praecedenti Bonauentura Cauale- 
yiuiy Geometria indiuifibilibus contbiuorum noua quadam ratione prG^ 
tnota^ Bononiae L 6; z, ad demonftrationcs et inueutiones Mathematicas 
fubleuaudas, adfuinebat) a deo que inter duo ipfius puncta extrema nullum 
tertium erit, in quo druidi pofiit, hinc lineaj/ia duvbns tantum terminis 
exteufionis confians extenfione ipfa prorsus carebit, i. e. erit linea non ex- 
tenfa, Qpum vero haec fibi ipfa repugnent; linea indiuifibilis ren era efi 
Non-Ens, ergo quaelibet cuhisuis lineae pars denuo linea fit necefie eft. 
Igitur quaeuis linea non ipfa modo diuifibilis eft, fed quaelibet eius pars 
iterum diuidi poteft, i. e. quaeuis linea.diuifibilis eft in infinitutm lam 
vero lineam in duas partes diuidere non eft, nifi punctum commune ad- 
fignare, quod vtramque partem terminat, adfignato-autem hoc puncto 
vtraque fimul pars ipfa adfignatur. Igitur quaeuis linea innumeris par­
tibus adfignabilibus confiat, adeoque et ipfa ceu totum , adfignabjdis fit 
necefie eft. Ergo linea infinite parua f. omni alfignabili minor eft linea, 
quae non eft linea, i. e. ens mere imaginarium. Qimm vero quantitates 
infinite paruas iam in fe m^re imaginarias efle euictum fit; eo magis va­
rii infinite paruorum ordines pro meris fictionibus habendi erunt.
Optime haec iam Lerhnitiiis et Wolfius cognouere. Ille enim (*) 
de infinite paruoruna vfu loquens ait : ” commoditati exprefliohis feu bre- 
jziloquio mentali inferuimus, fed non nifi toleranter-vera loquimur, quae 
explicatione ri^idantur'^ Hic vero (-**) non idem folum afieuerat, fed 
diiertis verbis infinite pania eorumque ordines pro mere imaginariis et 
" .fictio.-.
(*) Vid. Acta Eiud, Lipf. A, 171a. pag. rK8.
(•*) Wolfii Elementa Mathef. Tom. V. cap.IV. §. 33, et comseatat. de liudio !da- 
ihematico recte inifituends csp. IV. §. 231.
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fictionibus declarat. Vt igitur difficultatem in aequatione ~ a ob­
viam remonerent magni illi viri, quos ipfe quoque Segnerus feqiütur, 
per quantitates infinite paruas eas intelligebant, quae vere quidem 
adeoqueiw fi uori funt nihilum, fed tantummodo aliarum pro
nihilo habentur, vt v, g, diameter paluifcuii respectu altitudinis montis, 
haec refpectu diametri terrae, haec respectu diftantiae fteiiarum fixarum 
pro nihilo haberi poteft (*). .Sed fi differentialia dx, dy pro vere finitis . 
habenda fint; per fe patet, fenfu rigorofo poni non pofie a 4« dxt-r-a, 
multo autem minus a^ »^bdx:^a^, fi b numerum infigniter magnum, a, 
vero fractionem admodum paruam denotet. Qiium igitiu’ ^d quod infi­
nite paruum vocari folet, nec quantitas finita, relatiue tantam pro o ha­
bita, nec media quaedam £ pons inter finitam et o eile poffit^ /ponte fe- 
quiturj illud nenti quam effie quantitatem , fed vero et abfoluto fenfu M- 
iilum i. c. plenarium quantitatis defectum.
Primus, qui hoc publice profitebatur, Eukrut erat, in Infiit. 
calcui. diff. tam praefatione, quam Cap. III. repetitis vicibus diferte do­
cens, quae infinite parua £ omni dahiii minora vocantur, adeoque et 
differentialia dx, dy reuera efie^o. Qiiae vero quum ita fint, difficul­
tatem, ad quam foiuendam primi Analyflae ideam infinite parui eiusqc 
innumerorum ordinum effinxerant, qui nempe §s=:a efle poffit, in funi- 
mo fuo vigore reuiuifcere intuens vir fummus 1. c. Cap. III. 84. ftatuit,' 
rationem quidem arithmeticam inter binas quasque cypluas e/Te aequalita­
tis, non vero rationem geometricam. ”Faeiliime, inquit, hoc perlpi- 
cietur ex hac proportione geometrica r: i ZZ o: o, in qua terminus quar­
tus efi=^o, vti.tertius. Ex natura autem proportionis, cum terminus 
primuSfduplo fit maior , quam fecundus , . necefle eft, vt et tertiut duph 
maior ßt quam quartut/' Vnde porro concludit, infinite paruorum,
quan-
(♦) Art. Erud, Lipf. A. ,712. pag. ,68. nec non^WoIf. Liem. Math, Toni, V. in
■ Lymment-t. de find. Math. cap. IV, §.226, et Tom,!! in Cleui, Analyf. jnA. 
nlt, cap, !. §. 5.
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quanqnam'pcc le funt~: o^ in ratione geometrica confideratorum nihilo ' 
minus innumeros dari polle ordines,, quam etiam in ipfis Calculi differen- 
tialis principiis tradendis morem communem tum temporis receptum reti­
nuit Quae qnumi duriuscula et certitudinem Analyfeos infinitorum magis 
ti,spectam reddere> quam firmare viderentur ; Kaefinerur et Karfieniuf 
fundamenta huius fcientiac ita iacere conati sunt, vt infinite paruis vel 
prorsus carere pofiimus, vel, fi quis, illis compendii caufTa vti velit, verus 
eiusmodi locutionum fenfiis Guiuis pateat. Quem äd fcopum attingendum- . 
ymnia- ad celebrem illam , qua Nevztonus in principiis fiiis Philoldph. 
naturalis mathematicis vfus erat,, methodum rationum pr/marww zx. viti- ‘ 
tnarum^ f limitum rationum reduxere, quorum inuentioaein verum - 
omnemque„ calculi ddferentialis finem efie ipfe Eiilerus J. c; luculeatißiine 
oflendit. Hinc per rHtionem difFerentialem non intelligunt nili eam
rationem plerumque linitam v. g „ ad quam.'ratio, incrementorum v. g,
X' ■ . . ’ -■ ■ •=; 2 y + Y eo propius accedit,, quo magis incfementa X, Y' decre/cun^. , 
et cui. perfecte aequalis, fit, fi Y et X euanelcuntquam igitur rationem,, 
▼t in nofiro casu — rationis incrementorumvocant. . Hune 
Lmitem Xaefinerus communiter breuillime eo-determinat, quod ollendat;, 
incrementum Y omni dabili minus fieri po/st, Xarfienius vero in illo ex­
plorando, potifiimum methodo exhauftionit veterum vtitur. Gratifiima. 
fime mente cuiuis; solidioris cognitionis amanti fatendum eft , principia 
Analyfeos infinitorum ab eximiis his virisi ad summum rigoris fafiigium 
enecta efie. Verumtamen , fi , quae mihi quidem videntur, apekire lice­
at, fola illa difficultas, qui Ari^ra efie polfit, hic quoque^ remanet,, nee 
intelligi potefi, quid Xegia Academia fcientiarum ?ruffica in i^nalyfi 
horum-virorum defiderare , et qua igitur ratione bafin calculi differentia- 




hanc difficultatem euitandam rem inuertif, er ex ihduBia omnium cyphra- 
rum aequalitate concludit, omnem inter eas comparationem plane ceflare^ 
adeoque, quando incrementa X> Y vere ponantur =2 o , non amplius quaeri, 
'fuaenam inter illa intercedat r.wo , fed'ad folum7/z«/?m ( v. g. s. vltinmm
viilorem JSxponentit 1 qui niHilo minusj determinari poffit, refpici. Hac 
vero explicatione rem non enodari fed facile eft intellectu« Etenim 
ex propria ipfius definitione nil aliud eft, nifi ille rationis 1 Exponens 
V. g. 2>, qui tum demum obtinetur, quando incrementa X, Y reuera po- 
nuntUrSi igitur, vti adierit, hoc cafij inter X, Y nulla compara-^ 
tio, adeoque nec r^tio pofiibilis fitj quo modorm/o«e ipla penitus fublatar 
cius tamen'fi limes remanere et adfignari queatego’quidem vt 
videam tantum abeft» vt inde potius concluderem, limitem hunc aeque' 
impoffibilem et mere imaginarium efie , ac ipfara rationem cuius Expo*-
X XLens eft , i. e, in aequatione y’— ay-h Y valorem 2> ad rationem-^- 
quidem /eraper propius accedere, nunquam vero illam aequare pofie, dum 
hoc cafiu ratio-^conceptus imaginarius fiat. Eodem sete modo nuper le 
expedire tentarum cel. de 8tamford (*) et de hdafiebach (**), qui cum Eu- 
lero quidem-5atentur, difierentialia dx, dy vere efie o, nihilo tamen lecius^ 
^^zzz-^qttantitatan fi Erotte»» efie prorfus negant , et hanc exprefiioneuv 
dy 0 .
pro mero ßgno rationis illius , quae quantitatum x, y incrementis t=3 o po- 
fitis obtinebatur, venditant. Generofi de Maflebach 1. c. in praefatione 
diferte dicit: "So oft dü, dx, dy u. s. w« Vorkommen; so bedeuten diese
Äus-
0 Vid Berlinisches Magazin vet Wißenschaften und Künste. Zweiten Bandes erste-­
Stück '784. S. 1—7. -
<**) ?lnfanqsqründe der Differenzialr und Integral r Rechnung, zutn Gebrauch deS 
Ingenteurs und Artilleristen, von einem König',. Prenß. Sfsizier. Halle 1784. 
tionem gdhuc defiderauerit. Quum enim v. ’g. ratio incrementöriKn 
—= 2y 4-y ljmitcm--i tum demiim attingat , Ljuando vcre fit Y = o»
adeoque etiam Xrrro, hoc vero cafu ratio illa in hanc abeat—
nonne ei > qüi> vt fas^ft» rigorem Geometricum <]uaerit > omnino fufpi- 
cio enafci debet > num limes , <^ui non aliter nifi aequatione appti- 
renter faltim obtineri poteft, vere pyfiibilrs fit, anne potius
tota limitum f, rationum primarum et vltimarura methodus, quatenus pro 
bafi calculi differentialis adfumitur, inter mere imaginaria et effictitia re- ' 
ferri debeat ? Quae /ane fu/picio penitus nunquam euane/cet, nifi ante 
enodatum fuerit» an et quo modo, ratio cyphrarum aequalium § rationi 
inaequalitatis aequalis efle poffit. Ne quis obiiciat, hac fufpicione mo­
ta certitudinem antiquiffimae methodi exhauflionis , quae tamen omnium 
confenfu rigorofifiiima eft, fimul infringi, adeoque illam nimium probare 
conantem nihil probare. Ii enim limites, ad quos determinandos Archi­
medes et alii veterum methodo exhauftionis vfi funt , rationes vltimac non^ 
folum quantitatum finitarum, /ed quoque rationes funt, ideo-
que in his omnis contradictorii fufpicio plane corruit. Sic v. g. polygo­
num regulare circulo infcriptum et fimile fibi circwnfcriftunt, fi circulum ceu 
limitem fuum attingunt, ambo coincidunt, adeoque ratio illorum vltimi 
non folum ratio finitorum, fed etiam ratio aequalitatis eft.^ Aliter vero res 
fe habet, fi methodus exhauftionis ad eiusmodi cafus applicetur, vbi ratio 
vltima non ratio finitorum, fed cyphrarum, eaque fimul rationi inaequali» 
»E aequalis eff; in his enim cafibus iure quaeritur, an ifta methodus re­
vera applicabilis fit, quamdiu non oftenfum fuerit, quomodo ratio aequa- - 
lium rationi inaequalium aequalis efle pofiit. Karftenius quidem (*) ad
Da hanc
C) Karstens Anfangsgründe der mathematischen Analysis «nd höhern Geometrie 1786
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Zlusdkucke Mull. Nun ist man aber uber^erngekommett, solche'Ausdrü- 
cks, wie ^u. s. w. obgleich sie auch »üchrs weiter als plull sirch, a!s^ 
Zeichen anznnehmen, wodurch das Dastyn gewißer «Arößen an^ 
gedeutet wird^ Der Ausdruek x— zeigt alto keinesweges x-^ an, ssn- 
Vern man will damit so viel sagen, daß x mit einer gewißen Größe, welche 
man durch das Zeichen anzeigt, muikiplizsrt worden sey^ Hingegen ist 
^17 . .
Her AlMruck äxweiter nichts , als Nult. ", Vlnms Kaec xropv6to 
Smnino vera eli, rEliguae contra totitlem-^contradictiones lunr^ 
eontenöers r) guoä o, öx:^ o,. verumramen non r-r iir, 
' ax o
s) guoä L^mxer nihäo vercr minüszza^ i.e, a:=:a fit, ;)
^noä calcxilns differentialis ex pnwo tantutn verus fit quid (juaefb id aliud- 
Ä nifi totidem contradictoria contendere >
Qiium , his omnibus rite perpenfis, extra omnem dubitationis- 
afcam poßtum ßt, quamlibet radonem differentialem verifiimo /enfu ratio- - 
aem cyph^arum cffe» nempe licet omnes cyphrae fibi aequales
fint; iure fulpicamur» contradictionem inter has duas propofitiones «ere 
»pparentem^ fore. Agedum itaque' id dilucide cuiucamus^ Vt fupra ad­
ducto exemplo fuleti vtar, quaero: vnde probas,- in proportione 
a : I o : o priorem cyphram duplo inniorem effe pofteriori ? Inde, ipfe 
Euferus relpondet» quia, cum termmus primus duplo fit maior, quam 
lecuiidus,- neceffe eft, vt et tertiui duplo maiorquam quartus, Aft haec 
pFOpofitio in noflro exemplo,- me quidem indice, admodum finiftre appli­
catur; Quod vt pateat, refpiciamus ad demonflrationemqua veritas huius 
piopofitionis nititur. Ponamus igitur, in proportione a;bs=3c;d Expo-
1 V z nentem
nentem rationisa:b efl'e=n; erita—nb, c=nd. Izm fit a > b; erit 
n > 1 ..confiqnenter nd > d, ergo c > d. Atqui mauifeftum eil, pro- 
pofitionemt pofito n >' t erit nd > d, vniiierfalilfime quidem veram elTe, 
(i d veram denotet, Beuliquam vero, fi de=:o ponitur, quia
enim (emper n. o= r. o, quemcnnque numerum n defignet, hoc cafu
" c—d erit. Ex ip(ö itaque demonfirationis netuo.appa. 
ret. in proportione ar bezeoeo.pet ipfam proportionis naturam, priorem 
cyphram pofieriori femper aequalem esse, quidquid litterae a, b denotent, 
iftamque proportionem, pofita a = „b . p,-ep„e ita exprimendam esse 
a t b —n. o: a. o —n: i. En igitur, fingularem fed vnieum licet latiflime 
patentem carum, quo absque; vila contradictione ratio inaequalium ratior» 
aequalium aequali« esse poteft. Perperam itaque Analydae veriti fime, ne 
cum Eulero cypbrarum inaequalitas flatui deberet, fi differentialia dx, dy 
pro veris cyphris, et expreflionem | (vnico cafu, vbi —, ponitur, ex, 
' cepto) pro vera ratione geometrica declararent. . . '
Quamquam breuilTima haec rei dilucidatio totam difficultatem, quo. 
modo %=a esse possrt. tam bcile tollit, vt nodum infeirpo quaefiuisse 
viderer, »ifi prolixa ein. hifloria praemissa doceret, quantopere illa Ana, 
lyllas torferit^ non tamen inutile erit, grauifiimae huius expreflionis L 
naturam propius adhuc indagare. Duplici ha?c modo confiderari poteft 
vel vt querar, f. fractio, vel vt vario g-E-rr-ra. Confidetetur itaque pria» 
Yt ratio geometrica o: o, fequimr i) o : 0 :2= a : b
> ‘ 2 ) o * o OC ; I
9) o 7 o r:z? o ; a . .
llam quum b.o —a.o, I.o^-o.o, a. o —o.o. adeoque in fingulis tri
bus proporttonibus productum ^extremorum producto mediorum aequale. 
Lt; 'Nngulse ittae treg xroxortiones verae ium. Lrgo eü vel-^r^-5_ve!
.. - ob -
0,0.. .
—zz OC » vel—o, -
o o
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Secunio}’ fi -^confixlcretur vt" quotus; denuö^ erit ve!
o o b '
X r vel—=;o,. qüia fiiigulis Eis ealiBus,. 6 quotus vtzjve! ro, 
c> O b'
vek o ^er äiutloreru Q lMiEkpEcetuc,-<^iultjsnäu8 o-^roMt..- -
qurbus Mistet, ratioueru—- eXpreÜiouem ind^etermhatam' 
omntutn e/Tev quse now owier-fofütn ^oßibiles- qutmtnatts ßni'^
tnr et infinitas r led ix/am quoque o fub fe comprcHendit» adeo vt fumrna 
Mathefeos in euolutione folius rationis ^- confiftere iure:dieatufj caulTsm 
veko, Gur ratio A taoi infiiiiti ambitus 6r, Hane efle, quoniam 
e:=:o,o oa. o 22. o eE- audb i^i
- o 0 0' o^
.,. .. , Sio> ar oe.o 00 o^o 0poiutur » id vrovne Hüne lentum-Habet:: ------ —, -—
, 0- 1.0 t- tiO t
J _ J, - sx a: V2.x: SO o.x 0evaem modo, quo dicimus:: —-, -——. Diferi
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te quoque haec confirmantur exemplis fupra addüctisi Si enim aequatio 
—-_=:12 4-x, pofito x=; i;2, m Hanc abit:---- =: 24 j vitro patet,.
Hanc aequatione^m proprie expreiiam eile . NaraJ
• 1.-0 I
144---x^  (12 4. x) ( 12—x) ,. ....
- =;  --------- -------- vnde ponto. L r-L euadic 
la—X-------------- I (ilj—x)
1.. Similii modoi iU: de reliquis exemplis fäcde 
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cftendi poteft; Idem« quoque* de* aequatione’ differentialii fupra! ailatL' 
, quae ex aequatione-^z=: ay 4. Y eliciebaturv pMt.. Qnum:
«uin.X=; (ay 4'Y; Y;. eiiti-i^—„ Hinc ponto Y=:jo„
■ , obti*.-
obtinetur Quamuis itaque 27.0^=21.0, adeoque cyjjfirae
i.o I
dx> dy prorfus aequales i. e. quatifitate eaedem fint» quia quantitas vtriusquc 
nulla eft» illae tamen qualitate f. modo confiderandi plane duierlae funt, 
quoniam per naturam functionis x cyphra dx talis eft. vt 2y vicibus su­
menda fiu dum cyphra dy fumitur, quare cyphras iftas, quas Ana- 
lyftae per dx, dy exprimunt, nullatenus fibi fubftituere £ inter fe confun­
dere licet. Neutiquam igitur, vn de MalTebach arbitratur, a pacto quo­
dam Analyftaruin pendet, cyphras iftas, quas differentialia vocamus, cer­
tis fignis V. g. dx, dy a fe inuicem diftinguerej /ed neceftario id exigit ipla
■ ' X
calculi indoles. Quum porro ratio incrementorum ftnitorum-^, quippe 
quae nautationem indicat, quam functio x patitur, quando variabilis y 
actu mutatur, naturam functionis x diftinctc explicando inferuiat, idem
, . , . . . dx . ,
quoque de t^attone horum incrementorum vltima quae oritur , dum
incrementa X, Y in 0 abeunt, eo magis valet. Haec- enim pro gaauis fua» 
ctione data x tonflantem f./««/»ri/itMzw-exponit limitem) ad quem ratio incremen- 
- X
tortfm finitorum ~ femper quidem magis accedere, nunquam verO actu 
peruenire poteft. Ita in aequatione x=y^, fi y actu crefeit quantitate 
finita Y quantumuis exigua; functio x ea quantitate X crescit» vt ratio 
X . . dx
'—limitem ^y—femper fiiperet, w tamen mJjnns , quo minor cft Y, 
y dy
Si v. g. Y centillioncfima 'tantum pars quantitatis y eft, X Lum va/orem 
X
habebit, vt — limitem ry adhuc centillionefima parte quantitatis y exce'-
dat. Quum igitur limer ifte f. ratio — nn — nuUo modo a varietate in­
dy ^ <»
cremea-
E Ex . .
—----------- ^32
cMnicntorum X, Y pendeat, fed pra 'quauts'data fmictioi-ie t eonßans eC 
inuariata, fit» licet alia, fuhctio x alium quoque limitem —det, praeter 
haec vero ratiaq^’ferner ^l^o^fireuior et concinnior fif, quam ratio 
incrementorum finitorum ; nihil fime ad naturam cniagcunque fiunctio- 
" / dx. O
ni8 euoluendam aptius exCoZitari potefi, quam ratio difierentializ—-> ' . > i)/
> quae, quum omnes po/fib-des quantitates firh is contineat» iam per fie cal­
culum prksbet, quo ^vnin-erMior nullus efi. Et hic quidem calculi dife- 
fentialis fini& primariUs ac vnicus efi, nempe naturam cuiusuis functionis 
breuiffime ac vniuerfaliffime cuoluendi» Tandem quum —— ^=3— cuilibet 
. .n , dy o ■
quantitati v. g. 2y aequalis efie poflitj per ie patet» didercntialia dx» dy, 
licet cyphrae fint» denuo difierentiafi pofie, atque ddx, ddy rurfum cy-
- ' dx o
phras efie. Ita fi — —= 2’y fit, erit dx aydy » hinc
' dy o
,, ,, . , ddx 2dy^ 0 . .
ddxr:^2yddy rdydy, ergo-----:^2y --------=2yqh —» vhi, per
ddy - d- y o
fuperiora,g rurfus vel quaelibet quantitas, vel etiamo efie potest, confequenter 
ddx . dx
---- non minus ac — quamlibet quantitatem defignare poterit. Hoc lu» 
ddy ,. dy
eu lentius patet, fi dy ceu confiam confideretur, quae nullum differentiale 
d “ X '
habet, tum enim erit ddx=s2dy^, hinc------=^2. Itaque apparet, ddx,
dy^ ,
ddy denuo disterentia«i poste, adeoque infinitos ahiores ordines differen- 
tialium v,'g. d'X, d x, d*x etc. dari, licet quoduis differentiale reue- 
ra c=; o fit.
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.Ex his omnibus iam fequentes deducimus propofitiones:
1) QiTum omnia di^Ferentialia tam prima, quam altiora merae cy- 
phrae fint; calculus diiferentialis proprie non e 11 nifi calculus cjphrarum (di­
eigentliche Nullenrechnung), qui eo^ tendite vt ratio incrementorum vhimz " 
'exponatur, cuius ope natura cuiusuis functionis breuillrrne explicatur, 
aöeoque via ad quoduis problema matlrematicum lbluendum paretur maxi- - 
me commoda. .
2) ldinc inhnite parua» eorumque ordines, qui merae kctiones 5unt»
calculum dlÜerentialem nullo modo adhciunt, verum ex illo prorlus pro- 
üiZari debent, quare etiam icientia, quas v/iim calculi diiferentialis con­
cernit et vulgo infinitorum audit» potiori iure , vti iam Kar/lenius
monuit, Anaiyfis vocanda eft. .
3) Calculus hic cyphrarum, quum fecundum regulas communes in- 
ftituatur, non minus, quam calculus realium quantitatum, fummo rigore 
gaudet, nec igitur in eius applicatione prolixiori demum methodo exhau- 
ftionis opus eft,^ ied fimulac rado incrementorum finitorum e data fun­
ctione deducta cft, illa ftatim fine ambagibus in o conuerti pofiunt, id 
quod, fortunante Deo, alibi vberius monftrabo.
H E S E SJL
VBERIORISDISPVTANDI MATERIAE PRAEBENDAE 
CAVSSA ADIECTAE.
L
X ) Spatium non efl obiectum extra nos exiflens, fed forma fenfui 
noflri externi^ f. zohAhio fubiectiua^ fub qua fola res externas 
nobis repraefentare valemus, ergo non notio vniuerfalis feu ab- 
firacta , intuitus isqn^ non empiricus i. e. a fenfationibu« 
demum genitus, verumpurwr.
2 ) Geometria eft fcientia a priori, eaque plane fyntbstica.




pag. I. lin. 6. pro redarum lege rectarum, 
--------lin. 8.10 —1083 — 1038.
